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Introducao

Um dos passos frequentemente utilizados no estudo da légica proposicional
corresponde a analise dos mecanismos que produzam ou verifiquem os argumentos
validos representados na linguagem da logica. Iremos analisar nesse capitulo trés
meétodos de determinacdo da validade de férmulas da Logica Proposicional: Tabela da
Verdade, Arvore Semantica e Negag&o ou Absurdo.

Esses métodos se equivalem em muitos aspectos, entretanto, dependendo da
formula, h4 métodos mais ou menos eficientes para a determinacdo de sua validade.

Propriedades seméanticas da Légica Proposicional

Para iniciarmos nosso estudo, veremos rapidamente algumas propriedades
semanticas da Logica Proposicional, que sdo propriedades que relacionam os resultados
das interpretacdes das formulas. Possui também a denominacgéo de Teoria dos Modelos.

As propriedades semanticas séao definidas a partir das seguintes regras:

Propriedades seméanticas basicas:

e Uma férmula H € uma tautologia ou vélida se e somente se para toda
interpretacdo I, I[H] = T.
Exemplo: H=P v —P

e Uma férmula H é factivel ou satisfativel se e somente se existe pelo menos
uma interpretacéo | tal que I[H] = T.
Exemploo H=P v Q ([P]=TellQ]=F,JIP]=FelJP]=F)

e Uma formula H € contraditéria se e somente se para toda interpretacao I,
I[H] = F.
Exemplo: H = (P A —P) Como I[P] sera falsa ao mesmo tempo que I[-P]?

e Duas féormulas H e G, H implica em G se e somente se para toda
interpretacéo I, se I[H] =T entdo I[G] = T.

e Duas férmulas H e G, H equivale a G se e somente se para toda
interpretacéo I, se I[H] = I[G].

e Dada uma férmula H e uma interpretacao I, entdo | satisfaz H se e somente

sel[H] =T.
e Um conjunto B = {Hy, Hy, Hs,..., Hn} é satisfativel se e somente se existe uma
interpretacdo | tal que I[Hy] = I[H2] = I[H3] = ... = I[H,] = T. Neste caso, |

satisfaz o conjunto de férmulas, o que € indicado por I[] = T.
e Dado um conjunto de férmulas vazio, entdo toda interpretacéo | satisfaz esse
conjunto.

Método da Tabela Verdade

O método da tabela da verdade ja foi demonstrado anteriormente. Nada mais € do
gue um método de forca bruta ou brute force onde dada uma férmula H suponha que Py,
P, ..., P, sejam seus simbolos proposicionais. Nesse método, sdo consideradas todas as
possibilidades de valores de verdade associados a esses simbolos proposicionais. A
primeira linha da tabela é definida pelos simbolos

P1 P2 Pn H

As outras linhas séo preenchidas com todas as possiveis combinacdes de valores da
verdade dos simbolos proposicionais. Assim, para determinar a validade de H, sdo
consideradas todas as possibilidades I[P} = T ou I[P]] = F onde 1 <i < n. Se H possui n
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simbolos proposicionais, ocorrem 2" possibilidades, por isso nem sempre indicado para
férmulas com muitos simbolos proposicionais.
Exempilo:

Lei de Morgan dizqueH==(P A Q)< ((—wP) v (= Q)) é uma tautologia.

Essa lei define uma regra para distribuicdo do conectivo — em uma conjuncao.
Observe que o conectivo A transforma-se em v. Veja a tabela da verdade de H

= (PAQ) (=P)v(=Q)

H
T
T
T
T

|||

T
F
T
F

|| |m
—|—|—|m

Observe que se l[P]=TellQ]=T,entdo l[- (P AQ)]=Fel[-P)v(—-Q)]=F,
comoH==(PAQ)e (—=P)v(—=Q))entdoI[H] =T

Se observarmos a coluna da tabela em H, veremos que para qualquer I[H] temos
I[H]=T mostrando que é uma tautologia. Além disso, dizemos que — ( P A Q ) equivale a
(=P)v (= Q) pois as colunas das duas formulas sempre tem o mesmo resultado
interpretado.

Imaginem se tivéssemos que utilizar pelo método da Tabela da Verdade a formula
seguinte: H=P;—> ((Pz A P3) - ((P4 A P5) - ((Pe A P7) - Pg)))

Manualmente seria inviavel faze-lo, pois 2% = 256 interpretacdes. Por isso, para cada
caso devemos procurar um método adequado de método para verificacdo da validade de
uma férmula proposicional, ndo sendo suficiente conhecermos apenas um método.

Método da Arvore Semantica

Esse método determina a validade de uma férmula a partir da estrutura de dados
denominada arvore. Uma arvore € um conjunto de nds ou vértices ligados por arestas
conforme indicado pela figura abaixo, onde séo rotulados por numeros inteiros. Os nos
finais 2,6,7 e 5 sdo denominados folhas e o n6 1 raiz da arvore.

1

Exemplo:

Vamos demonstrar que a férmula H = (P - Q) < ((— Q) — (= P)) é uma tautologia
(essa formula é a lei da contraposicao).

Iniciaremos comecando a desenhar nossa arvore a partir da raiz:
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1
IP]1=T IP]=F
2/\3

Nessa figura observamos que as arestas sdo denominadas por [[P] =T e I[P] = F,
gue sao as possibilidades de o valor verdade para P.
O NO numero 2 corresponde a férmula:
N62=(P - Q) ((—Q) - (=P)
T T
O significado de P é colocado abaixo de seu simbolo. A partir desse significado,
podemos obter o significado de (— P):
N62=(P —> Q)< ((—Q)—> (—-P)
T FT
Analogo a isso, 0 n6 de numero 3 (onde supomos I[P] = F fica assim:
N63=(P —> Q) ((—=Q) —>(=P)
F TF
E pelas leis da semantica, obtemos apenas com o significado de I[P] = F que o
resultado dessa formula é T (representado abaixo do conectivo «<):
N6 3=(P— Q)< ((-Q)—>(=P)
F T T T TF
Pois F implicado em qualquer coisa € T e qualquer coisa que implica em T também é
T.
Agora que achamos que o n6 3 € uma folha da arvore, continuamos a desenvolver
nossa arvore supondo os valores de I[Q] no né 2.

IP]=T IP]=F

Continuamos entdo nossa analise:

N6 4 =(P— Q) ((-Q)—>(=P)
TTTT FTTFT
Neste caso, todos os significados estdo determinados, Um simbolo T abaixo do
conectivo <> significa que a formula H é verdadeira quando P e Q s&o verdadeiros. O
Simbolo seméantico T é escrito abaixo da folha (ou nd) 4 na arvore semantica.

N65=(P > Q) ((=Q)— (= P))
TFFT TFFFT

Novamente, abaixo do conectivo <> é escrito 0 simbolo semantico T que também
sera transferido para baixo da folha (ou n0) 5 de nossa arvore, que ficara completa como
na figura abaixo:

Universidade do Estado de Minas Gerais
Pégina 4



Fundagédo Educacional de Ensino Superior de Frutal — Introducéo a Légica — Sérgio Carlos Portari Junior

Concluimos entéo que (P —» Q) equivale a (- Q —» — P ) e ainda que P implica em
Q se e somente se — Q implicaem — P.

Observe que se as folhas das arestas sdo todas T, significa que temos uma
tautologia.

Se elas estivessem todas rotuladas com F, entdo a férmula seria contraditoria e se
pelo menos uma tivesse T, entdo ela seria satisfativel.

Método da Negacgédo ao Absurdo

Nesse meétodo, € considerada inicialmente a negacdo daquilo que se quer
demonstrar. Assim sendo, se quiser demonstrar que H é uma tautologia, teremos que
supor que H ndo é uma tautologia. A partir dessa suposicdo, € utilizado um conjunto de
deducbes para concluir o fato contraditério ou absurdo. Em outras palavras, se a
suposicédo inicial diz que H ndo é uma tautologia e ap6s uma sequiéncia de deducbes é
concluido um absurdo, entdo a ndo-validade de H € um absurdo, concluindo que H € uma
tautologia. Esse método também é conhecido como método da refutacao.

Exemplo:

Vamos demonstrar que a lei de transitividade € uma tautologia:

H=(P->QA(Q—>R))—> (P —>R)

A demonstragdo da validade dessa formula H pelo método da negacédo ou absurdo
seguiria 0s seguintes passos: Suponha que H ndo é uma tautologia. Logo é possivel
interpretar que I[H] = F em pelo menos uma interpretacdo. Nossa suposicdo terd a
seguinte notacao:

H=(P->QA(Q@—>R))—> (P —>R)

F

Como I[H] = F entdo, a unica forma possivel de ser possivel seria quando o
antecedente de H for verdadeiro e o consequente for falso, assim sendo:

H=(P->Q)A(Q—>R))—> (P —>R)

T F F
A partir desses valores de verdade, podemos chegar aos valores das subférmulas:
H=(P->QAr(Q—>R)—>(P—>R)
T T T FTFF

Nesse ponto concluimos que I[P] = T e I[R] = F, distribuimos esses valores pela
formula.

H=(P->QA(Q—->R)>(P—>R)

T T T TF FTFF
Observe que nessa formula existem duas subformulas (P — Q) e (Q - R)
TT TF

A partir da primeira subformula, o resultado de 1[Q] é concluido como T. Entretanto, é
concluido que pela segunda subférmula, o resultado de I[Q] = F. Portanto, temos um
absurdo, onde o valor de Q ndo pode ser interpretado simultaneamente como T e F.

Isto posto, temos que a suposicao inicial é falsa, isto €, ndo existe interpretagédo de |
tal que I[H] = F. Nao € possivel ter interpretacéo falsa de H.Logo, H € uma tautologia.
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